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Résumé :  
Dans cet article, un modèle élastoplastique à écrouissage isotrope couplé à un  gradient d’endommagement 
est étudié. Un couplage fort comportement-endommagement basé sur l’hypothèse d'équivalence en énergie 
est utilisé pour décrire le comportement à écrouissage positif et négatif (adoucissement). Cela conduit à un 
système algébrique, sur chaque incrément de chargement, composé d'une équation non linéaire (liée à 
l'équilibre) résolue itérativement par un processus de Newton-Raphson et d'une équation linéaire (liée à la 
non localité) résolue explicitement. Une nouvelle variable nodale scalaire représentant le dommage non 
local à chaque nœud de la structure est introduite. Toutes les variables internes sont affectées par cette 
variable non locale d'endommagement D . L'implémentation éléments finis et les aspects numériques 
associés sont présentés. Une application dans le cas d'une sollicitation simple en traction unidirectionnelle 
est étudiée afin de montrer la capacité de la formulation proposée à assurer l'indépendance de la solution 
vis-à-vis des de la discrétisation spatio-temporelle et  l'étendu de la zone de localisation est étudiée. Les 
différences entre approches locale et non locale sont discutées.  
Abstract : 
This paper presents a damage-gradient regularized elastoplastic model with non linear isotropic hardening. 
A strong behaviour-damage coupling is used, based on the total energy equivalent assumption; in order to 
describe the damage induced softening. An additional partial differential equation governing the evolution of 
the non local (isotropic) damage is added to the equilibrium equations and the associated weak forms 
derived. This leads to an initial and boundary value problem governed by two algebraic equations. The first 
one, associated with the equilibrium equations, is highly non linear and solved thanks to an iterative 
Newton- Raphson method. The second, related to the damage non locality, is a linear algebraic system 
solved directly to compute the non local damage at each load increment. An additional nodal variable 
representing the non local damage D is used. All the constitutive equation are "strongly" affected by this non 
local damage variable. Application to the uniaxial tension shows the ability of the proposed approach to 
obtain a mesh independent solution for a fixed length size scale parameter. Comparisons between fully local 
and non local solutions are given.  
Mots clefs : couplage comportement endommagement, gradient d'endommagement, éléments finis, 
formulation  
1 Introduction 
Le comportement mécanique des matériaux est souvent affecté par le développement de micro-défauts 
(micro-fissures, micro-cavités) conduisant à la rupture finale. La présence de cet endommagement est à 
l'origine d'un écrouissage négatif (adoucissement) qui succède à l'écrouissage positif. Il est bien connu que 
pour les modèles locaux à écrouissage négatif, les solutions exhibent une forte dépendance à la discrétisation 
spatiale (h) et temporelle (t). Afin de résoudre ces difficultés, des formulations non locales sont nécessaires. 
Contrairement aux formulations basées sur les méthodes de l'état local [1], les formulations non locales 
supposent que l'état mécanique d'un point matériel est fortement affecté par son voisinage [2,3]. Une des 
approches simplifiées  pour formuler des modèles non locaux est l'utilisation de gradients de variables d'état 
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dans les potentiels d'état et ou des dissipations sans modifier pour autant les lois de conservations [4,5].  
Dans ce travail nous suivons l'idée proposée par Geers et al [6] pour postuler une équation aux dérivées 
partielles gouvernant l'évolution d'une variable d'endommagement non locale D  sous la forme :  
 
  D
D  div D D       (a)
     
(b) gradD n 0         Sur 

 




     (1) 
où ω est homogène à une longueur au carré et joue le rôle d'une longueur interne caractéristique du matériau, 
gouvernant la non localité du champ d'endommagement local D. Un modèle élastoplastique à écrouissage 
isotrope couplé à un endommagement non local est proposé. Les aspects théoriques et numériques d’une 
telle méthode sont présentés et le modèle est appliqué à une éprouvette en traction pour étudier sa capacité à 
régulariser le problème aux valeurs initiales et aux limites. 
2 Modèle élastoplastique en gradient d'endommagement 
Un comportement élastoplastique à écrouissage purement isotrope non-linéaire endommageable est étudié 
[7]. L’effet de l’endommagement non local sur les équations d'état se traduit par : 
  e1 D  :       1  R D Qr    21 1: :
2 2
   e eY Qr      (2) 
où " " est le tenseur des contraintes de Cauchy,." " est le tenseur des propriétés d'élasticité, " e " est le 
tenseur des déformations élastiques, "R" est la contrainte d’écrouissage isotrope et "r" sa déformation 
associée, "Q" le module d’écrouissage isotrope, "Y" représente la force thermodynamique gouvernant 
l'endommagement local. 
























  (3) 
où b est un paramètre d’écrouissage isotrope, S, s,   et Y0 sont des caractéristiques d’endommagement du 









          (4) 















  est la contrainte équivalente de von Mises, avec S  est le déviateur des contraintes et y  la 
contrainte d'écoulement en traction simple supposée constante pour ce problème isotherme. 
L’expression analytique du  multiplicateur plastique d  peut être aisément obtenue à partir de la condition 
de consistance [7]. Cependant d  sera gardé comme la principale inconnue à calculer numériquement en 
chaque point de Gauss de sorte à assurer l’admissibilité plastique c’est-à-dire 1 0nf    à chaque fin 
d’incrément de charge.  
De ces équations de comportement, on note bien que la variable d'endommagement non locale D à tout 
simplement remplacé la variable locale d'état D pour réaliser le couplage comportement endommagement. 
Ainsi les équations locales de comportement seront affectées par une variable non locale solution d'un 
problème différentiel défini par (1). En conséquence, la variable non locale D  est une inconnue nodale qui 
doit être bornée à 1 (à rupture) pour assurer les conditions de rupture dans les équations (2) et (3). De ce fait, 
la variable locale D n'est plus bornée supérieurement et doit évoluer positivement de sorte à respecter la 
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valeur maximale de D qui est elle bornée à 1 (rupture finale). 
3 Résolution numérique  du problème  
Au lieu de traiter l’équation de non localité d’une façon explicite en calculant en chaque point d’intégration 
le laplacien de la variable d’état, nous traitons cette équation variationnellement (au sens faible). Les deux 
équations différentielles aux dérivées partielles qui gouvernent le problème sont donc l'équation de non 
localité (1)  et les équations d'équilibre suivantes :  
F
(a)( ) 0     









    (6) 
En introduisant les fonctions tests u   et D , il en découle les formes variationnelles fortes ; 
 
  
( ) 0     cinématiquement admissible (C.A.)                  
. ( ) 0      C.A. i.e. vérifiant Eq. (1b)  
div f ud u





    






   

   (7) 
Une intégration  par partie du système (7) et compte tenu  des conditions de Neumann ((1)-b) et ((6)-b), 
conduisent aux formes faibles associées : 
 
     
 . . 0      u  C.A                  (a)
. . . 0   D  C.A.                    (b)
s
u d u nds f ud
D D D D d D Dd
     
    
  
 
        








   (8) 
En discrétisant le domaine  de la structure en plusieurs éléments finis identiques e, les fonctionnelles  











R u d uT ds f ud
H D D D D d D Dd
   
   
  
 
       







         (9) 
Sachant que les variables nodales en déplacement  u  et l'endommagement non local  D sont 
indépendantes, nous utilisons les mêmes fonctions de formes pour approcher les deux champs sur chaque 
élément : 
        
      
                                  (a)
           (b)
T T Te e e e e
i j s
Npg
T T Te e e e e e e e
j j k j
Npg Npg
R u B J N f J N T J
H D B B N N D N D J
  
   
  
               
  





  (10) 
où [N] sont les fonctions de formes de l'élément, [B] la matrice de leurs dérivées et Npg est le nombre de 
points nécessaires pour l'intégration numérique sur l'élément et j représentant le poids affecté a chaque de 
point. 
En notant :  




F B J         
T Te e
e j j sext
Npg Npg
F N f J N T J            (11) 
 T Te e e ejDD e
Npg




F N D J        (12) 
Après assemblage sur tous les éléments du domaine de la structure, on aboutit à chaque incrément de 
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charge n+1,  tn nt t t   , au système global suivant : 
      




=0        (a)









       
        

        (13) 
L'étude de ce système a fait l'objet  de plusieurs  travaux [5, 6, 8]. Dans ce travail, tirant profit de la linéarité 
de l'équation ((13)-b) , nous adoptons le schéma de résolution suivant sur chaque incrément de charge : 
D'abord l'équation ((13)-a) est résolue itérativement par un schéma de Newton-Raphson en utilisant nD  au 
début de l'incrément. A convergence 1nu 
 , 1n  , 1nR  , 1nY  , 1
p
n   et 1nD   sont obtenues. 
Ensuite, l'équation linéaire ((13)-b) est directement résolue pour calculer 1nD  . 
Pour le calcul local de 1n  , 1nR  , 1nY  , 1
p
n   et 1nD    un schéma implicite de prédiction élastique correction 
plastique est utilisé [9,10]. Ce modèle a été implémenté dans un programme de calcul par éléments finis issu 
de [9]. Un élément fini linéaire (T3) avec 3 degrés de libertés par nœud (u1, u2, D ) y a été programmé pour 
résoudre le problème.  Les variables nodales D  sont systématiquement transférées aux points de Gauss pour 
réaliser le couplage avec les équations de comportement. Dés qu'un point de Gauss est totalement 
endommagé ( D =1), l'élément correspondant est éliminé de la boucle de calcul.  
4 Application à une éprouvette en traction 
Le cas d’une éprouvette 2D en traction de dimension  (1*3) est ici traité avec le modèle non local. Les 
paramètres du matériau choisi pour cette  étude sont  définis comme suit :  E=210000 MPa;  =0.3;  
y =400 MPa ; Q=1000 MPa ; b=40;  =1; S=1; s=0:8; Y0=0 MPa. Une condition limite d’encastrement est 
appliquée d'un coté et un déplacement est imposé de l'autre. Deux maillages réguliers sont utilisés avec une 
taille d'élément h=0.16mm,  h=0.1mm. Le calcul non local est réalisé  pour deux valeurs de  : =0.3 et 
=1.2, alors que le calcul local est obtenu avec =0. 
Les figures (1-a), (1-b) et (1-C) présentent les courbes force-déplacement  selon les différentes valeurs de  
Nous constatons que la déformation à rupture (ductillité) est d'autant plus grande que la valeur de  est 
élevée. Nous remarquons aussi que durant la phase d'adoucissement, les courbes forces-déplacements se 
superposent d'autant mieux que la valeur de  est élevée. Ceci montre que les valeurs non nulles de  
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FIG. 1 : Courbe Force-Déplacement pour différentes valeurs de "h"  pour =0(a), =0.3(b) et =1.2(c) 
On montre sur les figures (2, 3 et 4) la distribution du dommage D , de la déformation plastique et de la 
contrainte de von-Mises respectivement pour les différentes valeurs de  (=0., =0.3 et =1.2). L'analyse 
des isovaleurs montre que l'étendue et la forme de la zone de localisation dans le cas local (=0), se fait 
toujours sur une rangée d'éléments  et ceci quelque soit le maillage considéré (voir figure 2). Par contre, dans 
le cas non local (=0.3 et =1.2), on constate que l'étendue et  la forme de la zone de localisation forme un 
nuage de points autour de la partie centrale de la plaque. Le volume de la zone de localisation dépend donc 
de la longueur interne . En augmentant la valeur de , on constate que l'étendue de la zone de localisation 
augmente. La localisation franche dans une rangée d'éléments comme le cas local (figure 2) n'est plus 
observée, et laisse place à un mode de localisation orthogonal à la direction de chargement comme observé 
dans  [12]. 
(h=.16)  (h=.1) 
FIG. 2 : Distribution du dommage non local, de la déformation plastique, de la contrainte de von-Mises a 
rupture pour deux maillages =0. 
 (h=.16) (h=.1) 
FIG. 3 : Distribution du dommage non local, de la déformation plastique, de la contrainte de von-Mises a 
rupture pour deux maillages =0.3 
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 (h=0.16)  (h=0.1) 
FIG. 4 : Distribution du dommage non local, de la déformation plastique, de la contrainte de von-Mises a 
rupture pour deux maillages =1.2 
5 Conclusion 
Cette formulation non locale à gradient d'endommagement assure bien l'indépendance de la solution vis-à-vis 
de la taille des éléments du maillage dans le stade post critique. Ceci est dû au fait que la localisation de 
l'endommagement est gouvernée par la valeur de la longueur interne . Si =0 on retrouve une formulation 
locale qui donne une localisation dépendante du maillage. Pour des valeurs de  plus grande que la taille des 
éléments (h) alors l'endommagement est homogénéisé sur plusieurs éléments, assurant ainsi (pour  fixé) 
une solution indépendante du maillage tant que h  . Cependant, cette modélisation non locale ne permet 
pas de capter les "bons" modes de localisation et en particulier les bandes de cisaillement observées en 
traction.  
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